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Вступ 
Підвищення продуктивності обчис-
лень за рахунок розподіленої обробки 
створює проблему, що полягає у необхід-
ності реалізації значної кількості інфор-
маційних зв’язків. Це призводить до 
принципових обмежень у подальшій міні-
атюризації обчислювальних засобів.  
Одним з відомих підходів зменшен-
ня кількості інформаційних зв’язків між 
пристроями є порозрядна потокова обро-
бка послідовних кодів чисел [1-4]. Така 
обробка дозволяє кожному пристрою за 
один такт приймати, оброблювати та пе-
редавати один розряд. Порозрядне вико-
нання всіх арифметичних операцій в єди-
ному потоці можливе лише зі старших 
розрядів. Для цього використовуються 
надлишкові системи числення, оскільки в 
них можливе обмеження довжини пере-
несення у старші розряди при додаванні і 
відніманні. Довжина перенесення визна-
чає апаратні витрати при побудові ариф-
метичних пристроїв порозрядної обробки. 
Авторами запропоновано клас сис-
тем числення, що узагальнює відомі та 
дозволяє створювати нові системи чис-
лення з обмеженою довжиною перене-
сення у старші розряди при порозрядному 
виконанні арифметичних операцій. Вони 
названі АМ-системами числення [5]. 
Будь-яка АМ-система числення може бу-
ти описана сукупністю таких параметрів: 
множиною цифр, основою системи чис-
лення та адитивним співвідношенням пе-


































де k2 – значність системи числення; Ck – 
множина цифр; w - основа системи чис-
лення; pt A ,  – адитивне співвідношення 
порядку (t, , p); t, , p – цілі числа, що за-





p wrR  
0
,  – граничне значення 
(rCk). При цьому на параметри АМ-
системи числення накладається обмежен-
ня: riri-1>0. 
Може існувати багато АМ-систем 
числення, в кожній з яких довжина пере-
несення при виконанні порозрядного до-
давання є обмеженою. Проте, відсутні ві-
домі теоретичні розробки, за допомогою 
яких можна було б порівнювати довжини 
перенесення для будь-яких АМ-систем 
числення.  
Метою даної статті є розробка тео-
ретичних положень, що могли б обґрун-
тувати можливість потокового порозряд-
ного додавання зі старших розрядів у 
будь-якій АМ-системі числення, а також 
визначити межі, в яких знаходиться дов-
жина перенесення. 
Наявність адитивних співвідношень 
між розрядами в АМ-системах числення 
дозволяє ввести операції адитивного пе-
ретворення кодів чисел (А-перетворення), 
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що полягають у зміні коду числа при збе-
реженні його числового еквіваленту [6]. 
За напрямком перенесення адитивні (А) 
перетворення поділяються на перетво-
рення з перенесенням вліво (АL) і перет-
ворення з перенесенням вправо (АR) в за-
лежності від того, до якої частини коду 
додається значення перенесення. За ти-
пом умов виконання АL і AR-
перетворення поділяються на елементарні 
(E), універсальні (U) та повні (F). При 
елементарних А-перетвореннях переві-
ряються умови в кожному окремому роз-
ряді перетворюваної частини коду. Якщо 
всі розряди перетворюваної частини коду 
задовольняють умовам, виконується еле-
ментарне А-перетворення. Таке перетво-
рення змінює тільки розряди від (i-p)-го 
до (i+t)-го і не зачіпає інші розряди коду. 
Елементарне A-перетворення може бути 
виконане тільки тоді, коли кожний розряд 
перетворюваного коду задовольняє умові 
перетворення. На відміну від елементар-
них в універсальних А-перетвореннях пе-
ревіряється виконання умов для сумарних 
значень частин кодів. Нижче наведено 
узагальнений вираз для EAL-, EAR-, UAL- 
і UAR-перетворень (V – умова для вико-
нання відповідного перетворення): 
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Повні А-перетворення (FAL- та 
FAR-перетворення) фактично є сукупніс-
тю універсальних перетворень того ж на-
прямку, які виконуються не тільки для і-
го розряду, але й для усіх молодших від 





















































Результат повних А-перетворень та-
кий самий, як і універсальних та елемен-
тарних. Крім того, після виконання і-го 
повного A-перетворення для жодного з 
перетворюваних розрядів, молодших від 
і-го, не задовольняється умова А-
перетворення того ж напрямку. 
А-перетворення є особливим видом 
умовних арифметичних операцій, що уза-
гальнюють відомі операції згортки-
розгортки та перенесення-запозичення 
[6]. Дані операції лежать в основі пороз-
рядного додавання і віднімання в АМ-
системах числення. Всі арифметичні опе-
рації в АМ-системах числення основані 
на додаванні. Тому довжина перенесення 
при виконанні додавання визначає кіль-
кість одночасно оброблюваних розрядів у 
порозрядних арифметичних пристроях. 
Нехай потрібно знайти код суми Z, що 
дорівнює сумі кодів X і Y X+Y=Z. Пороз-
рядне додавання кодів в АМ системах чи-
слення виконується за відомим методом 
неавтономної обробки [1, 2] і являє собою 
послідовність кроків додавання окремих 
розрядів, починаючи зі старшого, на кож-
ному з яких визначається код суми Zi та-
ким чином, що на останньому кроці він 
дорівнює коду суми Z. Визначення ре-
зультату Zi на кожному кроці відбуваєть-
ся шляхом додавання коду чергових роз-
рядів до результату, отриманого на попе-
редньому кроці: 
iiii yxZZ  1 . 
Особливістю додавання в АМ-
системах числення є можливість обме-
ження розповсюдження перенесення у 
старші розряди за рахунок виконання 
FAL-перетворення над групою розрядів 





  . 
Результат Zi можна поділити на дві 
частини: сталі старші розряди та змінні 
молодші розряди. Стала частина являє 
собою розряди коду результату ZC, а 
змінна частина є проміжною сумою T. 
Тобто, iii TZCZ  , 
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 1)( ; d – 
довжина перенесення у старші розряди; b 
– довжина перенесення у молодші розря-
ди. При достатній кількості розрядів d на 
кожному кроці порозрядного додавання 
FAL перетворення потрібно виконувати 
тільки над проміжною сумою, отриманою 
на попередньому кроці, до якої додаються 
чергові розряди доданків. Перенесення 
через старший розряд проміжної суми, 
отриманої на попередньому кроці, розпо-
всюджуватись не буде. 
Для визначення максимальної дов-
жини d перенесення у старші розряди по-
трібно кожен такт додавання розділити на 
два етапи. Перший етап – додавання 
окремих розрядів і отримання коду їх су-
ми Si. Другий етап – додавання Si до ре-
зультату Ti-1, отриманого на попередньо-
му такті. Отже, порозрядне додавання 
можна зобразити, як додавання Si до Ti-1 
на кожному і-му такті. Додавання окре-
мих розрядів виконується у звичайний 
для позиційних систем числення спосіб. 
Нехай на і-му такті додаються розряди xi 
та yi. При цьому може виникнути перепо-
внення (xi+yi>ck-1). Для ліквідації перепо-
внення використовується FAL-
перетворення над частинною коду ре-
зультату, у якої старшим є переповнений 
розряд. Таке перетворення може викону-
ватись декілька разів до тих пір, доки ви-
конується його умова. Кожне FAL-
перетворення в загальному випадку ви-
кликає перенесення як у деякий старший 
розряд, так і в  молодших по відношен-
ню до групи розрядів. Кількаразове вико-
нання FAL-перетворення може призвести 
до переповнення в тому старшому розря-
ді, до якого поступає перенесення. Це ви-
магає виконання нового FAL-
перетворення над групою розрядів, що 
об’єднує як попередні так і ті розряди, у 
які поступило перенесення, і так далі. Ре-
зультатом додавання окремих розрядів в 
АМ-системах числення у загальному ви-



















1   
де dS – довжина перенесення в старші ро-
зряди на останньому кроці FAL-
перетворення; 1=p<2<…<(S-1)<S – 
довжина перенесення в молодші розряди 
на відповідному кроці FAL-перетворення. 
Якщо наперед відома максимальна дов-
жина перенесення у старші dSmax і в мо-
лодші Smax розряди від додавання двох 
окремих розрядів, то код їхньої суми мо-













 .                                               (1) 
Максимальне перенесення буде 
при додаванні розрядів з максимальни-
ми цифрами ck-1 і являє собою код Smax, 









k SwcS   (2) 
Слід відзначити, що при ck-1>rp 
може бути декілька кодів максимально-
го значення Smax з різною довжиною 
dSmax і, відповідно, різними старшими 
цифрами Si+dSmax в залежності від того, 
над якими розрядами виконувалось 
FAL-перетворення (1). При мінімально-
му значенні dSmaxmin старший розряд 



















  .              (3) 
При максимальному значенні dSmaxmax старший розряд коду Smax матиме зна-
















  .                        (4) 
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Для визначення dSmaxmax потрібно 
виконати послідовність операцій, подіб-
них EAR-перетворенню. На відміну від 
EAR-перетворення ці операції повинні ви-
конуватись навіть при переповненні у мо-
лодших розрядах. Їх сутність полягає у 
тому, що виконуються послідовні перет-
ворення починаючи з одиниці деякого ро-
зряду з перенесенням у молодші розряди. 
На кожному кроці перетворення від най-
старшого значущого розряду коду, отри-
маного на попередньому кроці, відніма-
ється його значення. Еквівалентне зна-
чення додається у вигляді коду в розряди, 
молодші від найстаршого значущого. Та-
ким чином, код, що дорівнює одиниці де-
якого розряду, на кожному кроці зміщу-
ється вправо і при цьому збільшується. 
Нехай на першому кроці цей код дорів-
нює одиниці деякого m-го розряду: 























де і=1,2,3,... Ці кроки перетворення потрі-
бно повторювати до тих пір, доки 
xm-i<2ck-1. Якщо після закінчення повтору 
кроків xm-i=2ck-1, то максимальна довжина 
перенесення в старші розряди від дода-
вання m-тих розрядів dSmaxmax дорівнює 
кількості кроків перетворення. Якщо ж 
xm-i>2ck-1, то dSmaxmax на одиницю менше 
від кількості кроків перетворення. Анало-
гічно визначається dSmaxmin. Різниця 
тільки у тому, що початкове значення m-
го розряду встановлюється рівним макси-
мальній цифрі ck-1. На другому етапі ви-
никає перенесення від перевищення гра-
ничного значення при додаванні коду 
окремих розрядів до проміжної суми. Во-
но реалізується за допомогою FAL-
перетворення результату додавання  Si і 
проміжної суми Ti-1, отриманої на попере-
дньому такті. Максимальна довжина dT 
цього перенесення визначається кількістю 
розрядів, необхідних для поглинання да-
ного і послідуючих перенесень від дода-
вання окремих розрядів. Загальна макси-
мальна довжина перенесення у старші ро-
зряди d=dS+dT. Наступне твердження до-
зволяє визначити межі, в яких може зна-
ходитись значення d в довільній АМ-
системі числення за заданими кількістю 
цифр, адитивним співвідношенням і дов-
жиною перенесення від додавання окре-
мих розрядів. 
Твердження. Нехай для АМ-системи 
числення задані множина цифр {0, 1, ..., 
ck-1} і адитивне співвідношення
pA ,1  . Не-
хай також для цієї системи числення ви-
значені: dSmaxmin, dSmaxmax – мінімальна і 
максимальна довжини перенесення у ста-
рші розряди при додаванні максимальних 
цифр в одному розряді та dZ – найбільша 
кількість розрядів, загальне максимальне 
значення яких менше граничного значен-


























 .    (5) 
Тоді на будь-якому кроці порозряд-
ного додавання максимальна довжина d 
перенесення у старші розряди знаходить-
ся у межах 
][max2max minmax pHdSdZddSdZ   ,                        (6)
де H[p] – дискретна одинична функція 
Хевісайда [1-3].  
Доведення цього твердження буде 
виконуватись окремо для лівої і правої 
частин виразу 6. Спочатку доведемо пра-
ву частину (6). Для доведення достатньо 
навести приклади, в яких при порозряд-
ному додаванні у будь-якій АМ-системі 
числення з довжиною перенесення у ста-
рші розряди  ][max min pHdSdZd   
виникає переповнення. Доведення буде 
виконуватись окремо для кожного з двох 
можливих випадків: p=0 та p>0.  
У першому випадку H[p]=0, 
dSmaxmin>0 і dZ=0 за визначенням (5). 
Тому для доведення правої частини твер-
дження достатньо навести приклад пороз-
рядного додавання, що викликає перепо-
внення у будь-якій системі числення при 
d<dSmaxmin. Розглянемо приклад дода-
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 з довжиною перенесення d=dSmaxmin.  
При порозрядному додаванні цих 
кодів, починаючи зі старших розрядів, на 
перших dSmaxmin кроках умова для FAL-
перетворення не виконується. На кожно-
му i-му кроці порозрядного додавання, 
починаючи з dSmaxmin-го, відбувається 





   за умовою визна-
чення dSmaxmin. Воно викликає перепов-
нення у розрядах з i-го по (i+dSmaxmin-1)-
й, яке не може бути ліквідовано за раху-
нок перенесення у молодші розряди, оскі-
льки і у них на наступних тактах відбува-
ється переповнення. Отже, для випадку 
p=0 права частина твердження доведена. 
У другому випадку H[p]=1. Тому для до-
ведення правої частини твердження дос-
татньо навести приклад порозрядного до-
давання, в якому виникає переповнення 
при d<dZ+dSmaxmin+1. Розглянемо прик-
































k wc  при довжині 
перенесення d=dZ+dSmaxmin. У процесі 
порозрядного додавання цих кодів, почи-
наючи зі старших розрядів, на кроках від 
1-го до (dZ+dSmaxmin)-го умова FAL-
перетворення не виконується. На 
(dZ+dSmaxmin+1)-му кроці порозрядного 
додавання відбувається перенесення у (n–
dZ–2)-й розряд, що не менше ck-1 за умо-
вою визначення dSmaxmin. Оскільки дов-
жина перенесення у старші розряди 
d=dZ+dSmaxmin, то на (dZ+dSmaxmin+1)-му 
кроці FALn-1-перетворення вже не може 
бути виконано, а умова FALn-2-
перетворення ще не виконується. Тому 
(n–dZ–2)-й розряд суми матиме максима-
льне значення ck-1. На кожному наступно-
му кроці порозрядного додавання подіб-
ним чином буде утворюватись максима-
льне значення ck-1 чергового розряду су-
ми. Тому, враховуючи тільки перенесення 
у старші розряди, всі отримані розряди 
суми матимуть максимальні значення ck-1. 
При p>0 перенесення, що виникає в ре-
зультаті додавання окремих розрядів, на-
дходить як у старші, так і у молодші роз-
ряди. Тобто, перенесення у молодші роз-
ряди що виникає на (dZ+dSmaxmin+1)-му 
кроці потрібно додавати на більш пізніх 
кроках. Оскільки без врахування перене-
сення у молодші розряди утворюється код 
суми з максимальними цифрами, то його 
врахування у деякому розряді викличе 
переповнення цього розряду. Це перепов-
нення не можна ліквідувати за рахунок 
перенесення у старші розряди тому, що 
вони також мають максимальне значення. 
Також, це переповнення не можна лікві-
дувати за рахунок перенесення у молодші 
розряди через те, що у кожному з них на 
наступних тактах виникатиме аналогічне 
переповнення. Тобто, у цьому прикладі 
порозрядного додавання кодів виникає 
переповнення, яке не може бути ліквідо-
ване при довжині перенесення у старші 
розряди d<dZ+dSmaxmin+H[p]. Отже, для 
випадку p>0 права частина твердження 
також доведена. Таким чином, права час-
тина виразу (6) доведена. 
Для доведення справедливості лівої 
частини виразу (6) доведемо, що твер-
дження справедливе при 
d=dZ+dSmaxmax++2. Тобто, на кожному 
і-му такті порозрядного додавання мак-
симальне значення проміжного результа-
ту Tmaxi не більше від максимально до-
пустимого значення коду у розрядах про-
міжного результату на цьому такті TMAXi: 
ii TMAXT max                  (7) 
де TMAXi визначається з виразу 
 dindb bini
bindin wTMAXww  
  1
1 )( .                          (8) 
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TMAX є найбільшим кодом, що не 
дає перенесення при виконанні FAL-
перетворення. Тобто, одиниця будь-якого 












Виконання умови (7) буде доводи-
тись методом повної математичної індук-
ції за номером такту і. Доведемо спочатку 
справедливість цього виразу для і=0. При 
і=0 значення Tmaxi=Smaxi, тому вираз (7) 
матиме вигляд Smaxi≤TMAXi. Ця умова 
виконується, оскільки розрядність TMAXi 
більша ніж розрядність Smaxi, що випли-
ває з визначення значення TMAXi  (8) та 
Smaxi (2.7). Отже, для 0-го такту ліва час-
тина виразу (6) доведена. 
Далі, вважаючи, що ліва частина ви-
разу (6) вірна для такту з номером (і–1), 
доведемо що вона вірна для і-го такту. 
Якщо ліва частина виразу вірна для (і–1)-
го такту, то проміжний результат Tmaxi-1 
не більший від максимально допустимого 
значення коду у розрядах проміжного ре-
зультату на (і-1)-му такті TMAXi-1. Припу-
стимо, що Tmaxi=TMAXi-1. Тоді максима-
льне значення проміжного результату 
Tmaxi на і-му такті буде при додаванні 
максимальної розрядної суми Smaxi до 
TMAXi-1. На і-му такті максимальне зна-
чення розрядної суми  
maxmaxmax dSini wS
 ,              (9)  
що випливає з (2, 8). Тому потрібно дове-
сти, що 
idiniiii TMAXTMAXSTMAXT  
0
111 )(maxmax
Для доведення розглянемо код 
TMAXi-1 на (і-1)-му такті.  














































bini wwTMAX ; 




                                      (11) 
Оскільки p0, то можливі два випа-
дки:   перший,  при  якому  p>0   і  другий,  
при якому p=0. У першому випадку на (і–

















   .                          (13) 










.                        (14) 
У кожному з цих випадків на і-му такті до TMAXi-1 додається і-й розрядний ре-
зультат Smaxi. З (9) і (11) випливає, що  






  .                         (15) 
При цьому може виникнути перене-
сення у старші розряди. Оскільки значен-
ня розряду проміжного результату TMAXi-
1 з номером (n-i+dSmaxmax+)  менше, ніж 













 .                         (16) 
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Це перетворення додає до (n-
i+dSmaxmax ++1)-го розряду і віднімає від 
розрядів з (n–i–b)-го по (n-i+dSmaxmax+)-
й значення, що дорівнює одиниці (n-
i+dSmaxmax++1)-го розряду. Додавання 
одиниці до цього розряду не викликає йо-
го переповнення внаслідок (10). Тому не 
виникає потреба подальшого перенесення 
у старші від нього розряди. При виконан-
ні FAL-перетворення (7) від (n-
i+dSmaxmax+)-го розряду віднімається 
значення rp. Тому з (12) випливає, що 
значення цього розряду стає нульовим. 
Доведемо, що перенесення з молодших 
розрядів не збільшить його значення. Для 
цього знову розглянемо окремо два випа-
дки p>0 та p=0. Для p>0 при виконанні 
FAL-перетворення (16) від (n-
i+dSmaxmax)-го розряду віднімається зна-
чення rp-1. З (13) випливає, що без враху-
вання перенесення з молодших розрядів, 
значення (n-i+dSmaxmax)-го розряду стає 
нульовим. З (15) випливає, що перенесен-
ня у цей розряд не більше одиниці. При 
формуванні одиниці перенесення у (n-








ся значення maxmaxdSinw  . З (11) випли-

















  . 


















binii wSTMAXFAL . 
Тобто, перенесення у (n-
i+dSmaxmax+)-й розряд з молодших роз-
рядів не виникає. Тому на і-му такті мак-
симальний проміжний результат Tmaxi у 
розрядах з (n-i-b)-го по (n-
i+dSmaxmax++dZ)-й менший від значення 
максимально можливого коду у цих роз-
рядах: ii TMAXT max . 
Для випадку p>0 ліва частина твер-
дження доведена.  
У випадку p=0 виконується rp>1 і 























При виконанні FAL-перетворення у 
(n-i+dSmaxmax+1)-й розряд від (n-
i+dSmaxmax)-го розряду віднімається зна-





    
і maxmaxmax dSini wS








  . 
Це означає, що при FAL-
перетворенні коду суми Tmaxi-1+Smaxi 
перенесення з молодших розрядів у (n-
i+dSmaxmax)-й розряд проміжного резуль-
тату буде не більшим одиниці цього роз-
ряду. Додавання одиниці перенесення у 
(n-i+dSmaxmax+1)-й розряд за допомогою 
FAL-перетворення призведе до обнулення 
(n-i+dSmaxmax)-го розряду через відніман-
ня від нього значення rp.Тому у цьому 
випадку максимальне значення проміж-
ного результату Tmaxi<TMAXi. Тобто, для 
випадку p=0 ліва частина виразу (6) теж 
доведена. Таким чином, твердження, що 
визначає максимальну довжину перене-
сення при додаванні в АМ-системах чис-
лення у залежності від параметрів адити-
вних співвідношень, доведено.  
Використовуючи доведене твер-
дження, можна порівнювати між собою 
різні АМ-системи числення за довжиною 
перенесення при порозрядному потоко-
вому додаванні. У свою чергу, довжина 
перенесення визначає кількість розрядів, 
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які потрібно при цьому обробляти пара-
лельно, тобто розрядність порозрядного 
суматора. Від розрядності суматора пря-
мо пропорційно залежать витрати облад-
нання на його реалізацію. Порозрядне по-
токове віднімання виконується аналогіч-
ним чином і тому довжина запозичення 
при ньому визначається аналогічно. Всі 
інші порозрядні потокові арифметичні 
операції основані на додаванні і відніман-
ні. Тому оцінювання довжини перенесен-
ня при порозрядному потоковому дода-
ванні дозволяє порівнювати між собою 
системи числення за витратами облад-
нання при організації арифметичних опе-
рацій і визначати ті з них, що забезпечу-
ють найменші витрати на реалізацію кон-
веєрної порозрядної обробки послідовних 
кодів. 
Висновки 
1. Описано клас систем числення 
з адитивними і мультиплікативними спів-
відношеннями певного типу між вагами 
розрядів (АМ-систем числення), в яких 
можливе порозрядне потокове виконання 
всіх арифметичних операцій, починаючи 
зі старших розрядів. 
2. Запропоновано новий тип умо-
вних числових операцій – адитивні перет-
ворення, які полягають у додаванні і від-
німанні однакових числових значень від 
різних частин коду (А-перетворення) та 
проведено класифікацію цих перетворень.  
3. Описано порозрядне потокове 
додавання в АМ-системах числення осно-
ване на операціях адитивного перетво-
рення, що відіграють роль перенесення. 
4. Теоретично доведено, що на 
кожному такті порозрядного потокового 
додавання послідовних кодів в АМ-
системах числення, починаючи зі стар-
ших розрядів, довжина перенесення у 
старші і молодші розряди обмежена вира-
зами, значення яких залежить від параме-
трів адитивного співвідношення. 
Отримані вирази для максимальної 
довжини перенесення при додаванні мо-
жуть в подальшому використовуватись 
для порівняння апаратних витрат при ро-
зробці порозрядних потокових пристроїв 
в різних АМ-системах числення, а також 
для визначення АМ-системи числення, 
що дозволяє отримати найменші апаратні 
витрати. 
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